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Chương 1: CẮC PHÉP BIẾN HÌNH TRONG MẶT PHẢNG 


Chương I: PHÉP DỜI HÌNH VÀ PHÉP ĐỒNG DẠNG TRONG MẶT PHẢNG 
BÀI HỌC 1: PHÉP TỊNH TIẾN 

I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
1. Định nghĩa: 

Phép tịnh tiến theo V = (a;b) là phép biến hình, biến điểm M thành M’ sao cho MM' = y 
Ký hiệu: T- (M) = M ' hoặc T- : M —» M' M ’ 



2. Tính chất 
ĐỊNH LÝ 1 


M 


Nếu phép tịnh tiến biến hai điểm M và N lần lượt thành hai điểm M’ và N’ thì M'N'=MN. 

ĐỊNH LÝ 2 

Phép tịnh tiến biến ba điểm thẳng hàng thành ba điểm thẳng hàng và không làm thay đổi thứ tự 
ba điểm đó. 

HỆ QUẢ 

- Phép tịnh tiến biến đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với nó. 

- Phép tịnh tiến biến đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng với nó. 

- Phép tịnh tiến biến tam giác thành tam giác bằng nó. 

- Phép tịnh tiến biến đường tròn thành đường tròn bằng nó. 

- Phép tịnh tiến biến góc thành góc bằng nó. 

3. Biểu thức tọa độ của phép tịnh tiến y ^ 

Trong mặt phang tọa độ với hệ tọa độ Oxy, cho 
v = (a;b);M(x;y);M'(x';y'). 

Khi đó phép tịnh tiến : T- (M) = M ' có biểu thức tọa 




II. BÀI TẬP ÁP DỤNG 

DẠNG 1: Xác định ảnh của một điểm hoặc một hình 

qua phép tịnh tiến bằng tính toán _ 

Bài 1: V = (-1;2);A(3;5);B(-l;l);d: X- 2y + 3 = 0 

1. Tìm tọa độ các điểm A\ B’ theo thứ tự là ảnh của A, B qua phép tịnh tiến V 

2. Tìm tọa độ của điểm c sao cho A là ảnh của c qua phép tịnh tiến V 

3. Tìm phương trình đường thẳng d’ là ảnh của d qua phép tịnh tiến V 

Hướng dẫn: 



Tương tự có : B’(-2;3) 
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2. T-(C) = A => 


y A =yc+y; 



3 = x c — 1 
5 = y c + 2 



3. 


Cách 1: Giả sử M(x;y)e d,T-(M) = M'(x';y')e d' => 



x = x'+l 
y = y'-2 


=> M(x'+1; y2) e d => X2y'+ 8 = 0 
Vậy : d’ có phương trình: X - 2y + 8 = 0 
Cách 2: T-(d) = tì' => d'//d => tì': x-2y + c = 0 



+ Chọn M(-3;0) G d => T-(M) = M' => 


=>M'(-4;2) 


+ M'e d'=>-4-2.2 + c = 0<=>c = 8=>d':x-2y + 8 = 0 

Bài 2: d cắt Ox tại A(-4;0), cắt Oy tại B(0;5). Hãy viết phương trình tham số của d’ là ảnh của d 
qua phép tinh tiến V = (5;1) 

Hướng dẫn: 

+ Chọn Ud = ÃB = (4; 5) 

+ Vì T-(d) = d' => Ud = ũd = (4;5) 

.. íx A , — X . +5 = 1 

+ GọiT-(A) = A'^r A y ;=>A'(1;1) 
ly A ' = yA+ 1=1 

íx = l + 4t „ 

+ VÌ AGd=>A'Gd'=>d':-| " _ (teR) 

_ Ịy = l + 5t _ 

Bài 3: 

1. Cho (C): (x - 2) 2 + (y - 1) 2 = 4 . Tìm ảnh của đường tròn (C) qua phép tịnh tiến V = (-2; 2) 

2. Cho (C): X 2 + y 2 - 2x + 4y - 4 = 0 . Tìm ảnh của đường tròn (C) qua phép tịnh tiến V = (-2; 3) 
Hướng dẫn: 

1. 

Cách 1: 

+ (C) có tâm 1(2; 1); bán kính R = 2 
+ T-(C) = C'^R c ,=R = 2 



+ Vậy (C'): (x-0) 2 + (y-3) 2 = 4 
Cách 2: 

+ Gọi T- (M(x; y) e (C)) = M '(X'; y') e (C ') => x ĩ x , + ỉ M ( x '+ 2; y 2) 



J = y'-2 


+ Me (C) => x' 2 +(y’-3) 2 =4=>(C'):x 2 + (y-3) 2 =4 
2. Tương tự ta có (C'): (x + l) 2 + (y-l) 2 =9 
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Bài 4: Cho A(2;3);B(1;1); V = (3;1) . Tìm tọa độ A\ B’ tương ứng là ảnh của A, B qua T- . Tính 
độ dài các vectơ AB; A' B' 

Hướng dẫn: 


+ T-(A) = A 


IX A , =x. +3 = 2+3 = 5 

0 = A'=>^ a ~ “ 7 = 

Ịy A ,=y A +l = 3 + l = 4 

+ Tương tự ta có: B’(4;2) 

+ I Ab| = iJ(x B -x A ) 2 +(y B -y A ) 2 = yÍ5 = 


•A'(5;4) 


: AB = \Ỉ5 (tính chất phép tịnh tiến) 


Bài 5: Cho U = (l;3);V = (2;l);M(x;y) 

1. Tìm tọa độ của Mj là ảnh của M qua T- 

2. Tìm tọa độ của M ' là ảnh của Mj qua T- 

3. Tính tọa độ vectơ MM '. So sánh MM ' và vectơ t = u + V 


Hướng dẫn: 

„ í x Ml =x M + 1 = x + 1 

|y Ml = y M + 3 = y+3 
„ í X M'= X M I + 2 = X +3 

2. ị 1 A => 

[yM' = y Ml + 1 = y + 4 


M 1 (x + l;y + 3) 
M'(x + 3;y + 4) 


3. Có 


MM' = (3; 4) 
t = ũ + v = (3;4) 


=>MM' 


= t 


Bài 6: Giải bài toán sau bằng cách sử dụng phép tịnh tiến: 

“Xác định tọa độ các đỉnh c và D của hình bình hành ABCD, biết A(-1;0); B(0;4) và giao điểm 
các đường chéo là 1(1 ;1)” 

Hướng dẫn: 


„ „ íx r =x,+(x ĩ -x.) = 3 

+ Ta có : T—(I) = C => ị c _ _ 1 ) ' A [ => C(3;2) 
[yc = yi+(yi-yA) = 2 

+ Tương tự: D(2;-2) 


A(-1;0) B(0;4) 



D 


c 


Bài 7: Cho V = (-2;l);d:2x-3y + 3 = 0;d 1 :2x-3y-5 = 0 

1) Viết phương trình d ' = T-(d) 

2) Tìm tọa độ w có phương vuông góc vói d để d, = T-(d) 
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+ Vì w có phương vuông góc với d nên w = k.nd = (k.2;k.(-3)) 

+ Chọn M(0;l)ed=>T-(M) = M'ed 1 =>| XM =Xm+X ^ =2 ^, „ => M'(2k;-3k + l) 

[yM' = y M +yw = - 3k+1 

+ M'e dj => 2.(2k)-3.(-3k +1)-5 = 0 <=>k 3tJ| => w = 

Bài 8: Cho (d): 3x - y - 9 = 0. Tìm phép tịnh tiến theo phương song song với trục Ox biến d 
thành d’ đi qua gốc tọa độ. Hãy viết phương trình d\ 

Hướng dẫn: 

+ Giả sử T-(d) = d'=>d7/d=>d':3x-y + c = 0 
+ Vìd’ đi qua gốc tọa độ => 3.0 - 0 + c = 0 <=> c = 0 => d': 3x - V = 0 
+ Do V có phương song song với Ox => V = (a;0) 

+ Chọn M(3;0) € d => T-(M) = M'e tì'=> r M ’ = * M+x 'v =+ a M , (3 + a;0) 

|yM' = y M +y;=o+o 

+ M'€ d' => 3.(3 + a)-0 = 0<=>a = -3=>v = (-3; 0) 

Vậy phép tịnh tiến cần tìm là T- vói V = (—3; 0) 

Bài 9: Trong hệ trục tọa độ Oxy, cho parabol (P): y = ax 2 . Gọi T là phép tịnh tiến theo vectơ 
u = (m; n) và (P’) là ảnh của (P) qua phép tinh tiến đó. Hãy viết phương trình của (P’) 

Hướng dẫn 

.. _ íx' = x + m íx = x'-m 

+ Gọi M(x;y)e (P),M'(x';y') = T-(M) => \ => \ => M(xm; yn) 

[y’=y + n [y = y'-n 

+ Mà Mẽ (P)=> y'-n = a(x'-m) 2 => y' = ax' 2 -2amx'+am 2 + n 

+ Mặt khác ta có M '(xy') G (P') => (P'): y = ax 2 - 2amx + am 2 + n 

Bài 10: Cho đường thẳng A:6x + 2y-l = 0. Tìm vec tơ u ^ õ để A = T^. (A) 

Hướng dẫn 

+ Ta có VTCP của đường thẳng A là ƯA = (2;-6) = 2(1;-3) 

+ Do A = T- (A) => u cùng phương với U A => chọn u = (1; -3) 

Bài 11: Cho A(-5;2),C(-1;0). Biết B = T-(A),C = T-(B). Tìm mối quan hệ giữa u và V để có 
thể thực hiện phép tịnh tiến biến đổi A thành c 
Hướng dẫn 

+ Ta có T-(A) = B=>ÃB = u,T-(B) = C=>BC = v=> T- + -(A) = C=>ÃC = ĩi + v = (4;-2) 
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+ Ta thấy (C) có tâm 1(1 ;-3) bán kính R = 2, (C’) có tâm I’(5;-2) bán kính R’ = R = 2 nên ta có 
phép tịnh tiến theo vec tơ ũ = II' = (4;1) biến (C) thành (C’). 


Bài 15: Cho hình bình hành OABC với A(-2;l),Be A:2x-y-5 = 0. Tìm quỹ tích đỉnh c (biết 
o là gốc tọa độ) 


Hướng dẫn 

+ Do OABC là hình bình hành nên 
T ÃÕ=( 2 ;- 1 ) ( b ) = c . mà quỹ tích B là 
đường thẳng A bên quỳ tích c là 
đường thẳng A' = T_ K2;1) (A) 

+ Ta tìm được A':2x-y-10 = 0, 
vậy quỹ tích c là đường thẳng có 
phương trình 2x-y-10 = 0 

DẠNG 2: Một số bài toán suy luận và quỹ tích _ 

Bài 1: Cho Ui;U 2 ;T- (M) = M 1 ;T- (M 1 ) = M' . Tim V để T-(M) = M' 


0 ( 0 ; 0 ) 


- y - 5 = 0 



Hướng dẫn: 

Theo đề bài, ta có: 

+ T- (M) = M 1 => u = MM 1 

+ T- (M 1 ) = M , =>Ữ2=M 1 M' 
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+ T-(M) = M' => V = MM' = MMj + MjM' = Ui + Ư2 


Vậy V = Ui + U 2 _ 

Bài 2: Cho d//d' . Hãy chỉ ra một phép tịnh tiến biến d thành d\ Hỏi có bao nhiêu phép tịnh 
tiến như thế ? 


Hướng dẫn: 

+ Chọn 2 điểm cố định A G d; A' G d'. 
+ Xét điểm M tùy ý trên d. Giả sử : 



T—(M) = M' => MM' = AA' => MA = M'A' => MA//M'A' => M'g d' 
+ Do đó: T— (d) = d '. Có vô số phép tịnh tiến biến d thành d’. 


Bài 3: Cho 2 đường tròn (0;R) và (0’;R). Hãy chỉ ra phép tịnh tiến biến (0;R) thành (0’;R) 
Hướng dẫn: 
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Hướng dẫn: 



+ Kẻ đường kính BD => ADCH là hình bình hành (Yì AD // 
CD do cùng vuông góc AB; AH // DC do cùng vuông góc 
BC)=> ÃH = DC => H = T_(A). 

Mà A thay đổi trên đường tròn (0;R) => H thay đổi nằm trên 
đường tròn (0’;R) là ảnh của đường tròn (0;R) qua T_ 


Bài 6: Cho hình bình hành ABCD, 2 điểm A, B cố định, tâm I di động trên đường tròn (C). Tìm 
quỹ tích trung điểm M của cạnh DC. 

Hướng dẫn 



+ Gọi K là trung điểm của cạnh AB => K cố định. 

+ Ta có T—(I) = M, mà quỹ tích I là đường tròn (C), 
vậy quỹ tích M e (C') = T- (C) 
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BÀI HỌC 2: PHÉP ĐỐI XỨNG TRỤC 
I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 


1. Định nghĩa: 

Phép đối xứng trục d là phép biến hình biến mỗi điểm M thành M’ sao cho d là đường trung trực 
củaMM’. d 

Ký hiệu: Đ d (M) = M’ 

* Nhận xét: 


+ Đ d (M) = M’ => Đ d (M’) = M 
+ Med=> Đ d (M) = M 


M h 


-=L+ 


M’ 


2. Biếu thức tọa độ của phép đối xứng trục qua Ox, Oy 



3. Tính chất của phép đối xứng trục 
Tính chất 1. 

Phép đối xứng trục bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm bất kì 

Tính chất 2. 

Phép đối xứng trục biến đường thẳng thành đường thẳng, biến đoạn thẳng thành đoạn thẳng bằng 
nó, biến tam giác thành tam giác bằng nó, biến đường tròn thành đường tròn có cùng bán kí nh. 

4. Trục đối xứng của một hình 

Đường thẳng d được gọi là trục đối xứng của hình H nếu phép đối xứng qua d biến H thành 
chính nó. 

Khi đó, ta nói H là hình có trục đối xứng. 

H. BÀI TẬP ÁP DỤNG 

DẠNG 1: Tìm ảnh của một hình qua phép đối xứng trực bằng tính toán _ 

Bài 1: Cho điểm M(l;3). Tìm tọa độ M’ là ảnh của M qua phép đối xứng trục Oy, rồi tìm tọa độ 
của điểm M” là ảnh của M’ qua phép đối xứng trục Ox. 

Hướng dẫn: 
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_ . íx' = —X = — 1 

+ Đoy(M) = M’ => ị . _ => M'(-l;3) 

[y' = y = 3 

_ . f X " = X' = —1 

_ [y" = -y' = -3 _ 

Bài 2: Cho đường tròn (C):(x-l) +(y-l) =4. Viết phương trình đường tròn (C') là ảnh 
của đường tròn (C) qua phép đối xứng trục Ox 
Hướng dẫn: 

+ Goi I; R lần lượt là tâm và bán kí nh của đường tròn (C); gọi I’ ;R’ lần lượt là tâm và bán kí nh 
của đường tròn (C’). Khi đó ta có R’ = R = 2 và I’ = Đ 0 x(I) 

+ Dễ dàng tìm được I’(l;-2) từ đó có phương trình đường tròn (C’) là: 

(C'):(x-l) 2 + (y + 2) 2 =4 


Bài 3: 

1. Cho d : 2 ' phương trình đường thẳng d’ là ảnh của d qua phép đối xứng trục 

Oy 

2. Cho M(-3;2); A: x + 3y - 8 = 0;(C): (x+3) 2 + (y + 2) 2 = 4 . Tim ảnh của M; A ; (C) qua Đ a , 
trong đó a: X - 2y + 2 = 0 

3. Cho d: X - 5y + 7 = 0; d’: 5x - y - 13 = 0. Tìm phép đối xứng trục biến d thành d’ 

4. Cho d: X - 2y + 5 = 0; d’: X - 2y + 3 = 0. Tìm phép đối xứng trục biến d thành d’ 


1 . 


+ Gọi M(x; y) G d , khi đó Đ 0 y(M) = M’ 


íX ' = —X íx = -x' 

V-7 ~w => 


M(-x';y') 


+ M e d => —3x'+ 2y'+ 7 = 0 
2 3 


+ Vậy d’: 3x + 2y + 7 = 0 


a:x - 2y + 2 = 0 


M(-3;2) 


3 . 

H 


M' 


2 . 

Ý 1: 

+ Gọi M’ = Đ a (M) => a là đường trung trực của MM\ 
+ Đường thẳng MM’ qua M và vuông góc với a 
=> MM': 2x + y + 4 = 0 
+ Gọi H = MM'na=>H(-2;0) 

+ H là trung điểm của MM’ => M2) 
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Ý 2: 

+ Lấy A(8; 

+ Gọi A’ = 
+ Gọi A' = 
=> A': 3x 
Ý 3: 


!B K) 


T M- 


Đ a (A); B’ = Đ a (B) => A',B' 

Đ a ( A ) => A' là đường thẳng đi qua A’; B ’ 

y 4 = 0 



+ Giả sử (C’) = Đ a (C), khi đó 
đường tròn (C) và (C’) cùng bán kính, tâm I’ của đường tròn 
(C’) tương ứng là ảnh của tâm I đường tròn (C) qua phép đối 
xứng trục a. 

+ Từ đó ta tìm được 




+ Ta thấy d; d’ không song song, vậy trục đối xứng A của 
phép đối xứng trục biến d thành d’ chính là phân giác của d và 
d’ và có phương trình: 

|x-5y + 7| |5x-y-13| |~A,:x + y-5 = 0 
Vi 2 +{-5) 2 ^5 2 +(-i) 2 lA 2 *-y-i=o' 

ĐA 1 (d) = d’;ĐA 2 (d) = d’ 

4. 



+ Ta thấy d // d’ , vậy trục đối 
xứng A của phép đối xứng trục 
biến d thành d’ chính là đường 
thẳng song song và cách đều d; 
d’ có phương trình: 

A : X - 2y + = 0. Vậy Đ A (d) 



= d’ 


DẠNG 2: Một số bài toán suy luận và quỹ tích _ 

Bài 1: Cho A, B cùng nằm trong 1 nửa mặt phang bờ là đường thẳng d. Tìm trên d một điểm M 
sao cho tổng (MA + MB) mjn 
Hướng dẫn: 
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Chương 1: CẮC PHÉP BIẾN HÌNH TRONG MẶT PHẢNG 



+ Gọi Đ d (A) = A’ => MA = MA' => MA + MB = MA'+ MB > A 'B 
+ (MA + MB) min =A 'B khi M = M' (M'=A'Bnd) 

Bài 2: Qua phép đối xứng trục d: 

+ Những điểm nào biến thành chính nó? 

+ Những đường thẳng nào biến thành chính nó? 

+ Những đường tròn nào biến thành chính nó? 

Hướng dẫn: 

+ Những điểm nằm trên trục đối xứng d biến thành chính nó 

+ Những đường thẳng vuông góc với trục đối xứng d hoặc trùng với d thì biến thành chính nó. 

+ Những đường tròn cổ tâm nằm trên trục đối xứng d thì biển thành chính nổ. _ 

Bài 3: Tìm trục đối xứng của các hình sau: 

1. Hình gồm 2 đường tròn không đồng tâm nhưng có bán kí nh bằng nhau. 

2. Hình gồm 2 đường tròn không đồng tâm có bán kính khác nhau. 

3. Đoạn thẳng AB. 

4. Đường thẳng d. 

Hướng dẫn: 

1. Có 2 trục đối xứng: 

+ Đường nối tâm. 

+ Đường trung trực của đoạn thẳng nối tâm. 

2. Có 1 trục đối xứng: Là đường nối tâm. 

3. Có 2 trục đối xứng: 

+ Đường trung trực của đoạn AB 
+ Đường thẳng chứa đoạnAB 

4. Có vô số trục đối xứng: 

+ Những đường thẳng vuông góc với d 
+ Chính đường thẳng d 
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+ Gọi (O”) là ảnh của đường tròn (O) qua Đ d 

+ Lấy M bất kỳ trên (O), goi M’ = Đ d (M) => M'e (0");=> M'=(0")n(0') 

Số nghiệm hình là số giao điểm của (O’) và (O”) _ 

Bài 5: Cho 2 điểm B; c phân biệt cố định trên đường tròn (O); A là điểm di động trên (O). Tìm 
quỹ tích trực tâm H của AABC 

Hướng dẫn: 



+ Gọi H' = AH n (O) => Ai = Ci (cùng phụ với ABC); 

Â 1= ô=ỉíiẽ:^c,=c 2 

2 

=> AHCH' cân tại c => BC là trung trực của HH’ => H’ = 
Đbc(H) 

+ Do H' G (O) => H G (O') là ảnh của (O) qua Đbc- 


KIẾN THỨC MỞ RỘNG : Biểu thức tọa độ của phép đối xứng trục 
1. Nếu A : Ax + By + C = 0;M(x 0 ;y 0 );M (x 0 ';y # ') = Đ A (M) . Khi đó ta có: 

_-> hVjV> 


\A 


v=y.-2.“-B 


Trong đó f(x;y)=Ax+By+C 


Ví dụ minh họa: Cho điểm M(1 ;2) và A : 3x + 4y - 1 = 0 . Tìm tọa độ M’ đối xứng với M qua A 


+ Ta có điểm M’ có tọa độ là : 


^ 3.1+ 4.2-1 7 

X =1-2.— -T ' — .3 = -— 
3 2 + 4 2 5 _ 

„ 3.1 + 4.2-1 , 6” 

y = 2 - 2.— ' , — A = -~- 

3 2 +4 2 5 


"(-H 


2. Nếu dj : AjX + Bjy + Cj = 0; A: Ax + By + c = 0 . Khi đó d 2 là đường thẳng đối xứng với dj 
qua A có phương trình: 


d 2 :2. ”^ ” 2 ■f(x;y)-f 1 (x;y) = 0 (trong đó: fj(x;y) = A^ + B^ + C 1 ;f(x;y) = Ax + By + C) 

1 ^) _ 

Ví dụ 1: Hãy tìm các đường thẳng dj' đối xứng với dj: 5x + y -14 = 0 và d 2 ' đối xứng với 
d 2 :5x + 3y + 10 = 0 qua đường thẳng A:5x + 3y-4 = 0 


+ Đường thẳng d, ' có phương trình là: 


2 . ( 5;1 )-( 5 ’ 3 ) .(5 x +3y-4)-(5x+y-14) = 0 

(5;3) 


Giáo viên : NGUYỄN HỮU BIỂN - https://www.facebook.com/nguyenhuubienl979 Trang 12 



















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Chương 1: CẮC PHÉP BIẾN HÌNH TRONG MẶT PHẢNG 


dj': 55x + 67y +126 = 0 


,..(5;3).(5;3) . 

+ Đường thăng d 2 ' có phương trình là: 2. .(5x + 3y-4)-(5x + 3y + 10) = 0 

(5;3) 


d 2 ':5x + 3y-18 = 0 

Ví dụ 2: Lập phương trình các cạnh của ÀABC , biết B(2;-l), đường cao và đường phân giác 
trong đi qua 2 đỉnh A và c lần lượt có phương trình: dj: 3x - 4y + 27 = 0; d 2 : X + 2y - 5 = 0 



+ Đường thẳng BC đi qua B và vuông góc 
dj => BC: 4x + 3y - 5 - 0 
+ CA đối xứng với BC qua 

, ’™/,(4;3).(l;2) 


(1;2) 2 


(x + 2y-5)-(4x + 3y-5) = 0 


=> CA: y - 3 = 0 

+ A = CA n d t => A(-5; 3) => AB : 4x + 7y -1 = 0 


BÀI HỌC 3: PHÉP ĐỐI XỨNG TÂM 
I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
1. Định nghĩa: 

Trong mặt phang tọa độ cho điểm E. Phép biến hình biến điểm M của mặt phang thành điểm M’ 
sao cho EM' = -EM được gọi là phép đôi xứng tâm E. 

Ký hiệu: Đe(M) = M’ 


•- — 4 - ♦ — + - 

M Ẽ M' 

2. Tính chất cơ bản 
Định lý 1: 

. _ _ í M ' N ' = MN 

Nếu Đe(M) = M’ ; Đe(N) = N’ thì ị . _ 

[M'N' = -MN 

Định lý 2: Nếu 3 điểm M, N, p thẳng hàng theo thứ tự thì qua 
phép đối tâm biến thành 3 điểm M’, N’, P’ tương ứng cũng thẳng 
hàng theo thứ tự đó. 

* Nhận xét: 
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Phép đối xứng tâm biến đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với nó, biến đoạn 
thẳng thành đoạn thẳng bằng nó, biến tam giác thành tam giác bằng nó, biến đường tròn th à nh 
đường tròn có cùng bán kính 

3. Biểu thức tọa độ của phép đối xứng tâm 

Trong hệ tọa độ Oxy, cho E(a;b), M(x 0 ;y 0 ). Đ E (M) = M’(x’o;y’o) có biểu thức tọa độ là: 



M Ẻ M' 

(x 0 ;y 0 ) (a;b) (x' 0 ;y'o) 


II. BÀI TẬP ÁP DỤNG 

DẠNG 1: Tìm ánh của một hình qua phép đối xứng tâm bằng tính toán. _ 

Bài 1: Cho A(-l;3); d: X - 2y + 3 = 0. Tìm ảnh của A và d qua phép đối xứng tâm o 
Hướng dẫn: 

Ý 1: A’ =Đ 0 (A) =>A'(l;-3) 

Ý 2: Lấy M(x;y)e d =>Đo(M) = M’ có tọa độ : \ <=> \ =>M(-x';-y') 

[y' = -y [y = -y' 

+ Me d => (-x')-2.(-y ') + 3 = 0 <=> x'-2y '-3 = 0 

+ Vậy d’: X - 2y - 3 = 0 _ 

Bài 2: 

1. Cho đường tròn (C) : (x + 2) 2 + (y - 1) 2 = 1 . Viết phương trình đường tròn (C’) là ảnh của 
đường tròn (C) qua phép đối xứng tâm O(0;0). 

2. Cho I(2;-3); d: 3x + 2y - 1 = 0. Viết phương trình d’ = Đi(d). 

3. Cho 1(1 ;2); d: 3x - y + 9 = 0; (C): X 2 + y 2 + 2x - 6y + 6 = 0. Viết phương trình ảnh của d và 

(C) qua Đị _ 


Hướng dẫn: 


l.Đo(M(x;y)e(C)) = M , (x , ;y , )e(C , )=>j*|__*»Ị*__*'=>M(-x , ;-y') 

+ M E (c) => (-X'+ 2) 2 + (-y1) 2 = 1«(*'- 2) 2 + (y'+ ì) 2 = 1 

+ Vậy đường tròn (c) : (x-2) 2 +(y+ l) 2 = 1 

Í x' = 4 — X x = 4 — X* 

<=>< => M(4-x';-6-y') 

y' = -6-y [y = -6-y' 

+ M e d => ...3x'+ 2y'+1 = 0 => d': 3x + 2y +1 = 0 

Í x' = 2, _X fx = 2_X' 

t <=>í t . => M(2-x';4-y') 

y' = 4-y [y = 4-y' 

+ M e d => ...3xy11 = 0 => d': 3x - y -11 = 0 

+ Me (c) =>...x' 2 +y' 2 -6x'-2y'+ 30 = 0 =>(C'):x 2 +y 2 -6x-2y + 30 = 0 


Giáo viên : NGUYỄN HỮU BIỂN - https://www.facebook.com/nguyenhuubienl979 Trang 14 










Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Chương 1: CẮC PHÉP BIẾN HÌNH TRONG MẶT PHẢNG 


Bài 3: (ĐHKA-2009): Trong hệ tọa độ Oxy cho hình chữ nhật ABCD có tâm I(6;2); M(l;5) nằm 
trên đường thẳng AB. Trung điểm E của cạnh CD thuộc đường thẳng A:x + y- 5 = 0. Viết 
phương trình đường thẳng AB. 

Hướng dẫn: 



+ Gọi Đi(M) = M’ =>M'(ll;-l)e CD 
+ Ee À => E(x;5-x) 

+ IE _L CD => ĨE.ẼÃP = 0 (hoặc 
„ ,- . _ _ - fx = 6 => E(6;-l) 

im ,2 = ie 2 +em 2 ) => _ „ _ ■ 

|_x = 7=>E(7;-2) 

+ Gọi Đi(E) = E’(6;5) vơi E(6;-l); Đi(E) = E’(5;6) 
vớiE(7;-2) 

+ Đường thẳng AB cần tìm đi qua M và E’ 

rAB:y-5 = 0 

Z=> [AB:x-4y + 19 = 0 


Bài 4: Cho đường thẳng a: 2x + 3y + 1 = 0; b: 2x - 3y - 1 = 0; a’: 2x + 3y - 5 = 0; b’: 2x - 3y + 7 
= 0. Tìm phép đối xứng tâm Đ E thỏa mãn : a —> a';b —> b' 

Hướng dẫn: 



(Phép đối xứng tâm biến đường thẳng thành đường thẳng thì biến giao điểm thành giao điểm) 


Bài 5: Cho hình hình hành ABCD tâm 1(0; 1); đường thẳng AB: X + y + 2 = 0. Viết phương trình 
đường thẳng CD. 

Hướng dẫn: 



+ Ta thấy M(x;y)e AB , M’(x’;y’) = Đi(M) 
=>M'eCD 


Jx' = -X Jx = -x' 

: |y' = 2-y <=> |y = 2-y'" 


> M(—x';2 —y') 


M G AB => —X'+ (2 — y ') + 2 = 0 <=> X'+ y 4 = 0 => CD : X + y — 4 = 0 
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Bài 6: Cho đồ thị hàm số y = — (C). Chứng minh rằng (C) có tâm đối xứng là gốc tọa độ o. 

X 

Hướng dẫn: 

+ Lấy M(x; y) G (C) , gọi M '(x'; y ') = Đo(M) từ đó lập được phương trình (C’) = Đo(C) có 
phương trình là : y = — 

X 

+ Như vậy qua phép đối xứng tâm o, (C) biến thành chính nó nên o là tâm đối xứng của (C) 
Bài 7: Chứng minh rằng gốc tọa độ o là tâm đối xứng của (E) và (H) lần lượt có phương trình. 



Hướng dẫn: 

+ Lấy M(x;y)e (E);(H) , viết phương trình (E’), (H’) lần lượt là hình đối xứng của (E) và (H) 
qua o. 

+ Nhận thấy (E) = (E');(H) = (H '). (đpcm) 

Bài 8: Cho đường thẳng a : 3x - 4y - 5 = 0; b : 3x - 4y - 1 = 0. Tìm tập hợp các tâm đối xứng I 
của Đi(a) = b. 

Hướng dẫn: 



+ Vì a // b ; Đi(a) = b. => I cách đều a và b. 
+ Gọi I(x;y) 


=> d(I;a) = d(I;b) <=> 


|3x-4y-5| = |3x-4y-l| 

ựv + H) = V 32 + H) 


<=> 3x —4y —3 = 0 


+ Vậy tập hợp I là đường thẳng d: 3x - 4y - 3 = 0 


Bài 9: Hình vuông ABCD cổ tâm 1(1 ;2). A, B nằm trên trục hoành. Tìm tọa độ 4 đỉnh A, B, c, D I 

Hướng dẫn: 



+ Gọi I’ là hình chiếu của I lên Ox => I ' (1; 0) 
+ Vì A,Be Ox => A(a;0);B(b;0) 
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+ Giải hệ: 


a + b . 

Xj, =—— = 1 

2 tìm được a, b. Từ đó suy ra tọa độ A, B 

IA.IB = 0 


+ Sử dụng công thức c và D đối xứng A và B qua I sẽ cổ tọa độ c, D. _ 

Bài 10: Cho 1(3;0); d 1 :2x-y-2 = 0;d 2 :x+y + 3 = 0. Viếtphương trình d quaI, cắt d 2 ;d 2 tại 
A 2 ; A 2 nhận I làm trung điểm. 

Hướng dẫn: 



+ Aj e dj => Aj(a;2a-2) 

+ I là trung điểm AjA 2 => A 2 (6-a;2-2a) 
+ A 2 e d 2 => a ? => Aj 
+ Đường thẳng d cần tìm qua I và Aj 


Bài 11: Cho (P) : y = X 2 . Phép đối xứng tâm 1(1 ;2) biến (P) thành (P’) có phương trình là ? 
Hướng dẫn: 

+ Gọi M(x;y)e (P). M’ = Đi(M) => i <=>] => M(2-x';4-y') 

[y' = 4-y [y = 4-y' 

+ Me(P)z> y' = -x' 2 +4x'=>(P'):y = -x 2 + 4x 

DẠNG 2: Một số bài toán suy luận quỹ tích _ 

Bài 1: Trong các hình tam giác đều, hình bình hành, ngũ giác đều, lục giác đều, hình nào có tâm 
đối xứng ? 

Hướng dẫn: 

+ Tam giác đều không có tâm đối xứng. 

+ Hình bình hành có tâm đối xứng là giao điểm 2 đường chéo. 

+ Ngũ giác đều không có tâm đối xứng. 

+ Lục giác đều cố tâm đối xứng là tâm của nổ. _ 

Bài 2: Qua phép đối xứng tâm O: 

+ Những điểm nào biến thành chính nó? 

+ Những đường thẳng nào biến thành chính nó? 

+ Những đường tròn nào biến thành chính nó? 

Hướng dẫn: 

Qua phép đối xứng tâm O: 
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+ Tâm o biến thành chính nó. 

+ Những đường thẳng đi qua tâm o biến thành chính nó. 

+ Những đường tròn tâm o biến thành chính nổ. _ 

Bài 3: Hãy chỉ ra tâm đối xứng của các hình sau đây: 

+ Đường thẳng d 

+ Hình tạo bởi hai đường thẳng song song d và d’ 

Hướng dẫn: 

+ Mỗi điểm o nằm trên d là tâm đối xứng của d 

+ Mỗi điểm o nằm trên đường thẳng a song song và cách đều hai đường thẳng đã cho là một tâm 

đối xứng của hình tạo bởi 2 đường thẳng song song đổ. _ 

Bài 4: Cho ngũ giác đều ABCDE nội tiếp đường tròn tâm o (các đỉnh ghi theo chiều thuận). Gọi 
A ' = Đo(A); I = CD n AA' . H là trực tâm ÀACD . Tìm ảnh của A’ qua Đi ? 

Hướng dẫn: 



+ AACD cân tại A => AA' là trung trực của CD. 

+ VÌ A’ =Đ 0 (A) => A'e (O) 

+ Chứng minh được DHCA’ là hình bình hành, gọi 
I = DC n HA ' => I là trung điểm HA’ 

Vậy H = Đi(A’) 


Bài 5: AABC nội tiếp đường tròn (0;R) cố định. A di chuyển trên đường tròn. Tìm quỹ tích 
trực tâm H và trọng tâm G của ÀABC . 

Hướng dẫn: 

Ý 1: 



Gọi A’ = Đ 0 (A) => A ' G (O; R) => BHCA ' là hình 


hình hành (Do 


ÍBH//A'C (_L AC) 

ịcH//A'B (... _L AB) } 


+ Gọi I là giao điểm 2 đường chéo hình bình hành 


BHCA’ => A’ = Đi(H) 

+ Vậy khi A di chuyển trên đường tròn (0;R) thì A’ 
cũng di chuyển trên (0;R), mà H là ảnh của A’ qua 
phép đối xứng tâm I => sẽ di chuyển trên đường 
tròn (0’;R), trong đó O’ = Đi(O) 
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Ý 2: 


+ Gọi I là trung điểm BC và K là điểm trên OI sao cho 

ĨK _ 1 

ĨÕ - 3 

+ G là trọng tâm AABC => ^ = Ậ 
IA 3 

=>KG//OA=>^ = ^=>GK = ịoA = ^ 

OA 3 3 3 

+ Do O; BC cố định nên K cố định. Vậy G nằm trên đường 
tròn (k ; |) 



Bài 6: Cho 2 điểm A, B cố định AB = 2. Tìm tập họp những điểm M’ sao cho 

MA + MB = MÃU , biết MA 2 +MB 2 = 4 _ 

Hướng dẫn: 



+ Gọi o là trung điểm AB => o cố định (Do AB cố định) 

ma 2 +mb 2 ab 2 

4 


>mo 2 = - 


>MA 2 +MB 2 =2.M0 2 + 


AB 2 


> MO = 1 


Vậy quỹ tích M là đường tròn (C) có tâm o, bán kính bằng 1. 

( 1 ) _ ^ ^ 

+ Có MA + MB = 2.MO , mà theo đề bài MA + MB = MM' 
=> MM' = 2.MO => o là trung điểm MM’. 

=> M’ = Đ 0 (M). Từ (1) => quỹ tích M’ là đường tròn (C’) = Đo((C)). 

Do đường tròn (C) có tâm o chính là tâm đối xứng => (c) = (c) => quỹ tích M’ là đường tròn 
tâm o là trung điểm AB, bán kính bằng 1. 

Bài 7: AABC ; AM và CN là các trung tuyến. Xác định dạng của AABC , biết 
BÃM = BCN = 30° 



Hướng dân: (Cách giải của THCS) 

+ Do BAM = BCN = 30° nên tứ giác ACMN nội tiếp 
đường tròn (0;R). 

=> MON = 60° (quan hệ giữa góc nội tiếp và góc ở 
tâm) 

+ AABM vuông tại M, MAB = 30° => AB = 2BM 
+ Tương tự ta có BC = 2BN 
+ Mà BC = 2BM; AB = 2BN => BC = BA 
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, sdAC-sdMN 180°-60° _ (1 , , , , , . , > ws _. 

+ Có ABC =-—-= —— -= 60 (góc có đỉnh bên ngoài đường tròn). Vậy 

AABC đều. 

Cách giải dùng đối xúng trục: 

~ n _ í OA = O.B 

+ Đ n ĩ o —> o, và A —> B Đ n • OA —> OiB => ị 

N 1 NI Ị OA/ /OjB 

íoc = o 2 b 

+ Đ M :0-»0 2 vàC-»B=> Đ M : OC —> 0 2 B => ịoc/ /Ồĩi 

+ Mà A, o, c thẳng hàng nên Oj;B;0 2 thẳng hàng, o là trung điểm AC nên B là trung điểm 

°1°2 

+ A0j00 2 đều => = 2R => AABCcoA00j0 2 => AABC đều. 

Bài 8: (Tương tự bài 5) AABC nội tiếp đường tròn (0;R); BC = rV 3 cố định. A thay đổi trên 
đường tròn. Tìm quỹ tích trực tâm H của AABC 


Hướng dẫn: 



+ CÓ 

W^SU = 2R^sinBÂC = ^BÂC = 60°^BÕC = 120 0 

sinBAC 2 

+ Xét phép đối xứng tâm I (I là trung điểm BC) 

Đ, :H-»H'=>IH = IH 1 __ 

" * > => BHCH' là hình bình 

B — » C => IB = IC J 

h à nh. 

BĨTC = BĨÌC = 180° -Ầ (Do ỖĨÌC = BHKĨ' (đối đỉnh), 
mà BHKĨ' = 180° -Ầ (do tứ giác AB’HC’ nội tiếp)) 


=> BH'C + Ầ = 180° => ABH’C nội tiếp =>H'e (Ơ;R) 

+ Vì Đj : H ' — > H;(0;R) —> (0';R) => Quỹ tích H là đường tròn (O’ ;R) đối xứng vói (0;R) qua 
phép đối xứng tâm I. 
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+ Dựng 0'x'= Đ A (Ox);C = 0'x'nOy =>CAnOx = B 

Bài toán chỉ cổ nghiệm hình khi Q’x’ cắt Oy. _ 

Bài 10: Cho 2 đường tròn (0;R) và (0’;R’), A là một điểm tùy ý. Tìm 
Me (0;R);M'e (0';R') sao cho A là trung điểm MM’ 

Hướng dẫn: 



+ Gọi (0")=Đ a (0);M = (0")n(0');A = MAn(O) 

Bài toán chỉ có nghiệm hình khi 2 đường tròn (O”) và (O’) cắt nhau. 
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BÀI HỌC 4: PHÉP QUAY 

I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
1. Định nghĩa: 

* Quy ước chiều quay của 1 điểm trong mặt phang: 

+ Nếu điểm M quay xung quanh điểm I theo chiều ngược kim đồng hồ thì được gọi là chiều 
dương. Chiều ngược lại (chiều quay của kim đồng hồ) là chiều âm. 

* Trong mặt phang, cho điểm I, góc (X, phép biến hình biến mỗi điểm M thành M’ sao cho 

IM' — IM 

Ị IM; IM' j = a + (theo chiều duơng) 

ỊlM;IM'j = or (theo chiều âm) 

Được gọi là phép quay xung quanh tâm I, góc quay (X. 

Ký hiệu: : M — > M' hoặc Qịj. 0 -ị : M — > M' 


2. Tính chất 




Định lý 1: Nếu Q( I ot ): MN —> M' N' thì 


'M'N' = MN 
(MNịM^N^ot 


Định lý 2: Nếu 3 điểm M, N, p thẳng hàng theo thứ tự , Q^. a ) :M,N,P —»M',N',P' thìM’,N\ 
P’ cũng thẳng hàng theo thứ tự đó. 
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3. Biểu thức tọa độ của phép quay 



Nếu M(x;y);Q^. a j :M —»M'(x';y');I(a;b) thì 
IM = (x-a;y-b);IM' = (x'-a;y '-b) 

THI: Xét phép quay theo chiều dương Qị I oi+ ị 

+ Gọi cp;cp' lần lượt là góc tạo bởi IM và IM’ với trục 
ho à nh. => cp'-(p = 0í; IM = IM' = R 

Í x - a = IK = IM.costp = R.coscp 

_ _ _ 

y -b = IP = MK = IM.sin (p = R.sin (p 
^ Xa = IH = QM' = IM' .cosQM' I = R.cosọ' 
Ịy'-b = ĨQ = HM 7 = m \sinMHH = R.sincp' 


x'-a = R.cos(a+ (p) = R.(cosa.cos(p-sinoc.sin(p) 

yb = R. sin ((X + 9) = R. (sin a.cosẹ + cosa.sin ọ) 

x'-a = (R.cosọ)cosa-(R.sin(p).sina = (x-a).cosa-(y-b).sina 

y'-b = (R.costp)sina+(R.sin(p).cosa = (x-a).sina + (y-b).cosa 

x' = (x-a).cosa-(y-b).sinoH-a 

y' = (x-a).sina+(y-b).cosa+b 

Kết luận: M(x;y);Q^ ia+ ) :M -»M'(x';y');I(a;b) thì tọa độ M’ như sau: 

Í x'= (x-a).cosa-(y-b).sinoc+a 
y' = (x-a).sinoc + (y-b).cosa + b 


TH2: Xét phép quay theo chiều âm 

Chứng minh tương tự ta cổ: _ 

M(x;y);Q^ i a _) :M -»M'(x';y');I(a;b) thì tọa độ M’ như sau: 

Í x' = (x-a).cos(-a)-(y-b).sin(-a) + a 
y' = (x-a).sin(-oc) + (y-b).cos(-a) + b 

HỆ QUẢ: 

m _ [u = x-a í(cosa).u-(sincc).v = x'-a 
a) Từ (I), đặt < => \ (*) 

[v = y-b [(sina).u + (cosa).v = y-a 

+ Ta coi (*) là hệ phương trình bậc nhất 2 ẩn u; V. Xét các định thức: 
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„ lcoscx -sinal 
D = . =1 

|sin a cosa I 

_ |x'-a -sinal , . , . . 

D n = = (x-a)cosa+(y-bisina 

|y'-b cosa| 

^ lcosa x'-a| , V . . . 

D v = 1 . 1 = (y-a)cosa-(x-alsina 

|sina y'-b| 

+ Khi đó hệ (*) có nghiệm: 

u = x - a = JlL = (x--a)cosa+(y'-b)sina r x = ( x '-aW+(y'-b)sina+a 

4=^ 

. , _D , __ t , _ y = -(x'-a)sina + (y'-b)cosa + b 

v = y-b = ^ L = -(x-a)sina + (y-b)cosa ’ 

Kết luận: M(x;y);Q^ ia+ j :M —>M'(x';y');I(a;b) thì tọa độ M như sau: 

Í x = (x'-a)cosa+(y'-b)sina + a 
y = -(x'-a)sina+(y '-b)cosa + b 


b). Chứng minh tương tự ta có: 


M(x;y);Q^ i a _) :M —>M'(x';y');I(a;b) thì tọa độ M như sau: 
x = (x'-a)cos(-a) + (y'-b)sin(-a) + a 
y = -(x'-a)sin(-a) + (y'-b)cos(-a) + b 


n. BÀI TẬP ÁP DỤNG 

DẠNG 1: Tìm ảnh của một hình qua phép quay bằng tính toán 

Bài 1: Cho A(3;4). Tìm tọa độ A' = Q^.^O^A) 

Hướng dẫn: 



+ Gọi H, K lần lượt là hình chiếu của A lên Ox và Oy 
+ Gọi p, Q lần lượt là hình chiếu của A’ lên Ox và 
Oy=> H(3;0);K(0;4). 

+ Ta có: Hình chữ nhật OQA’P là ảnh của hình chữ nhật 

OHAK qua phép quay 

Q (o; 90 °) =* Q(0;3);P(-4;0) => A'(-4;3) 


Cách 2: Dùng công thức 

íx., =(x A -0).cos90°-(y. -0).sin90° + 0 = -4 
\ \ [ \ ’ „ => A'(-4;3) 

[y A , =(x A -0).sin90° + (y A -0).cos90°+0 = 3 

Bài 2: Cho A(2;0), d: X + y - 2 = 0. Tìm ảnh của A và d qua phép quay tâm o, góc quay 90° 
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Hướng dẫn: 

_ ÍA'eOy 

+ VÌ A(2;0)eOx=>Q, 0 .(A) = A'=>^~ _ .=>A'(0;2) 

(°; 90 ) [OA = OA' 

+ Theo đề bài có: d' = Qị 0 . 90 oị (d) =>d'-Ld=>d':x-y + c = 0 
+ Lấy điểm M(2;0)e d=>Q^ o9o „)(M) = M'(0;2)e d'=>c = 2=>d':x-y + 2 = 0 
(Chú ý: M = A ) 

Bài 3: Cho các điểm A(-3;2); B(-4;5); C(-l;3) 

1. Chứng minh rằng các điểm A’(2;3); B’(5;4); C’(3;l) theo thứ tự là ảnh của A, B, c qua phép 
quay tâm o, góc -90°. 

2. Gọi AA 1 B 1 C 1 là ảnh của AABC qua phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp 
phép quay tâm o góc -90° và phép đối xứng qua trục Ox. Tìm tọa độ các đỉnh của AA 1 B 1 C 1 
Hướng dẫn: 

1. + Ta thấy : 

A thuộc góc phần tư thứ II,A' thuộc góc phần tư thứ I nên góc quay a<0 
• OA = OA' = >/Ĩ3 => A' = Q (o _ 9o0) (A) 

ÕĂ.ÕẢ' = 0 => ỊõẤ;ÕvỊ = 90° 

+ Chứng minh tương tự với các điểm B’ và C’. 

2 . 

+ Ta có Q (o; 9o0) (AABC) = AA'B'C' 



> 

II 

» 

o 

► 

Aj(2;-3) 

+ AA 1 B 1 C 1 = Đ 0x (AA'B'C')=> 

Bj = Đ 0x (B') ^ 

bĨ(5;-4) 


[c[= Đq x (C') 

Cj(3;-1) 

Bài 4: Cho hình vuông ABCD có tâm 1(1 ;2). Biết đỉnh A(4;5). Tìm tọa độ B; C; D 

Hướng dẫn: 
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d:x + y + 1 = 0 g 

I(l;-2) 


+ Theo đề bài ta có d’ qua I, d'-Ld=>d':x-y-3 = 0 


d' 


Bài 6: Cho phép quay Qị 0 . 45 oị • Tìm ảnh của 

a) Điểm M(2;2) qua phép quay Qị 0 . 45 oị b) Đường tròn (C): (x-l) 2 + y 2 = 4 

Hướng dẫn: 


a)Gọi M'(x';y ') = Qị 0;45 oị(M) => 


Jx' = (2-0)cos45° -(2-0)sin45° + 0 = 0 
Ịy ' = (2 - 0) sin 45° + (2 - 0)cos45° + 0 = 2 V 2 


=>M'(0; 2\ỊĨ) 

b) Gọi I’; R’ lần lượt là tâm và bán kính của đường tròn (C’) là ảnh của đường tròn (C) tâm 
1(1;0), bán kính R = 2 => R' = R = 2 => I' = Q. ° (I) 


Áp dụng công thức tính được I' 


V2 V2Ì 

2 ; 2 J 


=>(C') 



= 4 


Bài 7: Trong mặt phẳng Oxy, cho phép biến hình f : 
Hỏi f là phép biến hình gì ? 


x' = 

y' = 


1 s 

2 2 

. 1 

- L —x + - 

2 2 


y 

y 


Hướng dẫn: 


+ Ta có: 


I X ' = (x-0)cos^-(y-0)sin^ + 0 
y' = (x-0)sin^ + (y-0)cos^ + 0 


+ Vậy f là phép quay (X s 

M _ 

Bài 8: Trong mặt phang Oxy cho A:2x-y + l = 0. Tìm ảnh của đường thẳng À qua : 

a) Phép đối xứng tâm 1(1; -2) 

b) Phép quay Q (o;9#0) 

Hướng dẫn: 

a) Đáp số : 2x - y - 9 = 0 

b) 
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* Cách 1: Xem bài 2 

* Cách 2: 

+ Gọi M(x;y)e A 


+ Gọi M '(x';y') = Q, , (M) => I*, _ y => I* _ y , => M(y';-X') 

(°’ 90 J [y' = ... = x [y = -x 

+ M e A => 2.y(—X') +1 = 0 <=> X'+ 2y'+1 = 0(*) 

+ Gọi A' = Q (o;9o0) (A) => M' e A • (**) 

+ Từ(*)và(**) =^A':x + 2y + l = 0 
* Cách 3: 

+ Lấy M(0;l)e A, gọi M' = Q (o;9o0) (M) => M'(-l;0)e A' = Q (o;9o0) (A) 

+ Lấy N [-ỉ;o) S A,gọi N' = Q (0ìMl) (N)=>N'[o;-i]€ A' = Q (<W ,|(A) 

+ Đường thẳng A' cần tìm qua 2 điểm M’; N’ nên có phương trình: X + 2y +1 = 0 
Bài 9: Trong mặt phang tọa độ Oxy. Tìm phép quay Q biến A(-l;5) thành B(5;l) 

Hướng dẫn: 

" , ÍOA = OB = v26 _ _ _ A , x . , 

+ Ta thây _._ => B = Q, 0 > (A) (Do A năm ở góc phân tư thứ n, B năm ở góc 

[oA.OB = 0 ( 0;-90 ) 

phần tư thứ I nên góc quay là âm) _ 

Bài 10: Trong mặt phang tọa độ Oxy 

a) Cho A(0;3). Tìm tọa độ B là ảnh của A qua phép quay Qị 0 .^ 5 oị 

b) Cho A(4;3). Tìm tọa độ B là ảnh của A qua phép quay Qị 0 . 60 oị 
H ướng dẫn: Ap dụng công thức ta có 


( 3 3 "1 

J 4-3a/3 3 + 473^1 


b) B ———;- — 7 — 

{ 2 2 ) 


DẠNG 2: Một số bài toán sny luận quỹ tích _ 

Bài 1: AABC đều có tâm o và phép quay Qị 0 . 120 oị • 

a) Xác định ảnh của các đỉnh A, B, C qua phép quay Qị 0 . 120 oị 

b) Xác định ảnh của AABC qua phép quay Qị 0;120 oị 


Hướng dân: (Khi bài tập cho tam giác hoặc đa giác, nêu 
không có giải thích gì thêm thì quy ước các đỉnh thứ tự 
theo chiều dương) 
a) Vì: 

Í OA = OB = oc 

[ẤÕC = BÕC = CÕA = 120° 

-V»ì A ^ B;B ^ C;C ^ A 
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b) Theo phần a) => Q^ o 12()0 )AABC —» AABC 
Bài 2: Cho hình vuông ABCD tâm o 

a) Tìm ảnh của điểm c qua phép quay Qị A;90 oị b) Tìm ảnh của đường thẳng BC qua Qị 0 . 90 oị 



Hướng dẫn: 

ÍAC = AC' .. 

a) Gọi c ' = Q, .. (C) => < ___ n => ACAC' vuông cân tại A, 

(A;90) [các = 90° 

đường cao AD => B là trung điểm của CC’ 


b) Có 


Q/^(B) = C 

^(0;90 oV ’ 

_=>Q, 0 .(BC) = CD 

Q,_l(C) = D °; 90 

^(O;90°) v ' 


Bài 3: Cho hình vuông ABCD tâm o. M là trung điểm AB; N là trung 
điểm OA. Tìm ảnh của AAMN qua phép quay Qị o . 9#0 ị 


Hướng dẫn: 

Ta có Qị 0 . 90 oị :A-»B;M-»M';N-»N' (Trong đó M’; N’ lần 

lượt là trung điểm AB và OB) 

=> Q, „.(AAMN) = ABM' N' 

^(O;90°) v ' 



Bài 4: Cho lục giác đều ABCDEF, o là tâm đường tròn ngoại tiếp. Tìm ảnh của AOAB qua 
phép dời hình có được bằng cách thực hiện liên tiếp Qị 0;60 oị và T— 

Hướng dẫn: 
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+ Ta có Q, : o —» O; A — » B; B —» c => Q, :AOAB->AOBC 

+ T— : o —» E;B —» 0;C —» D => T— : AOBC —» ÀEOD 

+ Vậy ảnh của AOAB qua phép dời hình đã cho là AEOD _ 

Bài 5: Cho lục giác đều ABCDEF, o là tâm đường tròn ngoại tiếp. I là trung điểm AB. 

a) Tìm ảnh của ÀAIF qua phép quay Qị 0 . 120 oị 

b) Tìm ảnh của ÀAOF qua phép quay Q| E;60 oị 



Hướng dẫn: 

a) Ta có Q (o;12o0) : A -> C;I -»I’;F -> B => Q (o;12((0) : AAIF -> ACI'B 
(Trong đó I’ là trung điểm CD) 

b) Ta có Q (e;6o0) : A — > C;0 — > D;F — > o => Q (e;6o0) : AAOF ACDO 
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+ Giả sử dựng được A' = Q, ,(A) => H'e A';OH' _L A' 

(0;30 j 

+ Gọi K = AnA'=> tứ giác HOH'K nội tiếp 
Cách dựng: 

+ Từ o dựng OH _L A tại H => H e A . 

ÍOH = OH' 


+ Dựng H' = Q, ,(H) ^ ì — 

8 (° ;3 °) ỊhOH ' = 30° 

+ Dựng đường tròn (O’) qua 3 điểm H, o, H’ 

+ Dựng K = (O') n A 

+ Đường thẳng A' qua 2 điểm H’ và K là đường thẳng cần tìm. 


Bài8:Tìmd' = Q (o;6o0) (d) 


Hướng dẫn: 



+ Gọi M là điểm bất kỳ trên d và M ' = Qị 0 . 60 oị (M) = 


OM = OM' (2) 

ỊÕM^ÕÃT') = 60° => MÕM~' = 60° 


_ ÍÔ 2 = HOH' - Ôi = 60° - Ôi - - _ 

+ CÓ 1 _ =>o 2 = o 3 (3) 

[O 3 = MOM' - Oi = 60° - Oi 

+ Từ (1), (2) và (3) => AOH' M' = AOHM(c.g.c) zz> ÕH 7 M'’ = 90° 
Vậy quỹ tích M’ là d’ qua M’ vuông góc OH’ tại H’ 


Bài 9: Cho đường tròn (0;R) và (0’;R) bằng nhau. Hãy chỉ ra một phép quay biến đường tròn 
này thành đường tròn kia. 

Hướng dẫn: 
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A 



+ Gọi À là trung trực 00’. 

+ I là điểm bất kỳ thuộc A 
+ Đặt oc = (ĩỐ7ĨO~’) 

=>Q (I;a) (0;R) = (0';R) 

Có vô số phép quay thỏa mãn yêu cầu bài toán. 


Nhận xét: 


+ Khi 2 đường tròn (O) và (O’) bằng nhau cắt nhau tại 2 điểm phân biệt A, B thì A và B sẽ là 2 
tâm quay của phép quay Qị a . ( jXo') ’ Q([ì'õĩìo) kiến đường tròn này thành đường tròn kia. 

+ Giả sử lấy A làm tâm quay, và Q, _ = (O'). Đường thẳng (d) qua B cắt (O); (O’) lần 

ỊAịOAO'] 

lượt tại M; M’. Đường thẳng (d’) qua B cắt (O); (O’) lần lượt tại N; N’. Khi đó : 

Q(aõÃò) (M) = M' ; (N) = N ' (Xem cách chứng minh ở bài tập 9 và ứng dụng của nó) 

Bài 10: Cho hai đường tròn bằng nhau (O) và (O’) cắt nhau tại A, B. Từ I cố định kẻ cát tuyến di 
động IMN với (O). MB và NB cắt (O’) tại M’, N’. Chứng minh rằng: 

1) . M’ = Q, _1 A (M);N' = Q, (N) 

J ^(a ; OAO’) V ^(a ; OAO’) V 1 

2) . Đường thẳng M’N’ luôn đi qua một điểm cố định. 

Hướng dẫn: 



+ Ổ\=sdAP = ^ệ^ = M'i 
2 

+ Tương tự có: Oi = sdAQ = Sd ^ B = Mi 

+ Do 2 đường tròn (O) và (O’) bằng nhau nên ÀAOOAAMM' cân tại o có góc đáy bằng 
nhau nên MAM' = OAO' = a 
^WM) = M’(1) 
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+ CÓ Ni = Mi = ;NN'A = 180° - AN' B = 180° - (180° - Mi) = Mi => ANAN ' ; AAOO ' cân 

2 

tại o có góc đáy bằng nhau nên NAN' = OAO' = a=> Q (A . a) (N) = N'(2) 

+ Từ (1) và (2) => Qj Â . a )(MN) = M 'N' . Do MN luôn đi qua điểm I cố định nên M’N’ luôn đi 
qua điểm I’ cố định, với I' = Q( A . a )(I) 

Bài 11: Cho đường tròn (0;R), Me (O;R);M' = Q (O 300) (M);M" = Đ om (M') 

Chứng minh rằng AOM 'M " là tam giác đều. 

Hướng dẫn: 



ÍOM' = OM = R 

+ M ' = Q,0:30» >( M ) => 7 —-. 1.0 (1) => M' e (O; R) 

(O;30, [mom ' = 30° 

íOM" = OM' = R 

+ M"= Đ nM (M')=><r , .(2) 

[om là trung trực của M'M" 

ÍOM' = OM" 

+ Từ (1) và (2) => <_„ => AOM'M" là tam giác đêu. 

[M'OM" = 60° 


Bài 12: Cho 2 đường thẳng a và b, 
điểm A, B sao cho AABC đều. 

điểm c không nằm trên a và b. Hãy tìm trên a và b lần lượt 2 

Hướng dẫn: 

d 

1/1 : 60” 
\ / u íl0 /\O ' 

\ / p — 

+ B = Q^ c6o 0 )(A)(1), do Aea nên: 

+ GoiQ, „,(a) = a' 
v v ^(c; 60 °) v 

+ Do Aea;Beb;(l)=>Bea'=>B = a'nb 
+ A = dna (d là trung trực của BC) 

Bài toán chỉ có nghiệm hình khi a’ cắt b. 


ĩ 

Bài 13: Cho hai tam giác vuông cân OAB và OA’B’ có chung đỉnh 0 sao cho 0 nằm trên AB’ 
và nằm ngoài A’B. Gọi G, G’ lần lượt là trọng tâm tam giác OAA’ và OBB’. Chứng minh rằng 
GOG’ là tam giác vuông cân. 


Hướng dẫn: 

, Í<W A >= B „ ..... 

+ TaCÓ: Q,I3)( A '>= B ’^ Q(0iM ' )<AOAA ' ) = AOBB ’^ Q(0i ’ l ' ,<G) = G ' 
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OG = OG' 
^1(0^0^') = 90° 

=> AGOG 'vuông cân tại o. 


6 



Bài 14: Cho ÀABC , về phía ngoài ÀABC , dựng các tam giác đều: ABC’; BCA’; ACB’. Chứng 
minh rằng: 

1. AA’ = BB’ = CC’ 

2. Ba đường thẳng AA\ BB\ CC’ đồng quy 
Hướng dẫn: 



Q (c 6o0) (BB') = A' A => AA' = BB '(1) 


1 . 

_ Q (c; 60 ,](B) = a’ 

+ Ta có lC;6 ° > 

(B’) = A 

+ Chứng minh tương tự ta có BB’ = CC’ (2). Từ (1) và (2) => AA' = BB' = cc ' 
í+GọiI = AA'nBB' 

[+ Chứng minh C';I;C thẳng hàng 


2. Phương pháp: 


+ Vì Q (BB') = A' A => (AA'; BB') = 60° => ĩi = ĩ 2 = 60° ;(I = AA 'n BB') 
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ĩi = Ci = 60° => Tứ giác IAB'C nội tiếp => Ỉ4 = Ai = 60° = 

ĩi = Ci= 60° => Tứ giác AIBC' nội tiếp => ĩs = Bi = 60° = 

+ ĩi = 60° => AIB = 120°, mà AC'B = 60° => Tứ giác AC'BI nội tiếp 
=> Ỉ3 = B 2 = 60° => clc = ĩ 3 + ĩi +Ỉ4 = 180° => c ',I,C thẳng hàng. 

Vậy ba đường thẳng AA\ BB’, CC’ đồng quy. 


Bài 15: ÀABC vuông cân tại A, A cô định (các đỉnh được vẽ theo chiêu dương). Biêt 
Ce(I;R). 

Tìm ảnh của đường tròn (I;R) qua Qị a ._ 90 oị 


Hướng dẫn: 

AC = AB 

+ Theo GT \ „„ n =>B = Q, „„ 0 ,(C) 

' (AC;AB) = 90° V ( A ;- 90 °) 


AI = AI' 
(ẤĩịÀf) = 90° 


+ Gọi I' = Qị a ._ 90 oị(I) => I' cố định : 

+ Như vậy ta có 

'V* (I)=I ' 

„=>Q, „„„^(IC) = I'B=>I'B = R không 
= B (A; 1 

đổi. 

Vậy quỹ tích B là đường tròn (I';R) = Qị a ._ 90 oị(Iỉ r ) 



Bài 16: Cho 3 diêm A, B, c theo thứ tự trên thăng hàng. Vẽ cùng một phía hai tam giác đêu 
ABE và BCF. Gọi M; N tương ứng là 2 trung điểm của AF và EC. Chứng minh ÀBMN là tam 
giác đều. 


Hướng dẫn: 



V*)< A >= E 

<W F >= C= 


• < W)< AF >= EC 


+ Do M là trung điểm AF; N là trung điểm 
EC nên 

BM = BN 

Q, ..(M) = N=> 

VĨ ((B;-60'') V 7 


ÍBM;Bn) = 60° 


> ÀBMN là tam giác đều. 
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Bài 17: Cho nửa đường tròn (O), đường kính BC. A chạy trên nửa đường tròn. Dựng về phía 
ngoài AABC hình vuông ABEF. Chứng minh rằng E chạy trên nửa đường tròn cố định. 
Hướng dẫn: 



+ Vì Q (B;9o0) (A) = E , mà A chạy trên nửa 

đường tròn (O), đường kính AB nên E chạy 
trên nửa đường tròn (O’), đường kính AB, 
trong đó (0') = Q( B;98 .)(0) 



Giáo viên : NGUYỄN HỮU BIỂN - https://www.facebook.com/nguyenhuubienl979 Trang 35 
















Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Chương 1: CẮC PHÉP BIẾN HÌNH TRONG MẶT PHẢNG 



+ Ta có Q, : B — » E; c —» D (Trong đó D = Đ A (F)) =>Q, .. : BC — » ED 

l A;_90 1 l A;_9 ° ì 

+ Do M là trung điểm BC => : M —> K (K là trung điểm ED) 

=> KÃM = 90° => AK 1 AM (1) 

+ ADEF có AK là đường trung bình zz> AK / /EF (2) 

+ Từ (1) và (2) => EF ± AM => EF ± AH => AH là đường cao của AAEF _ 

Bài 20: Cho hình vuông ABCD có cạnh bằng \Ỉ2 , các đường chéo cắt nhau tại I. Trên cạnh BC 
lấy BJ = 1. Xác định phép quay biến AI thành BJ. 

Hướng dẫn: 
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+ Gọi o là giao điểm của đường thẳng d là trung trực của CD với đường tròn (I) ngoại tiếp 
ABCD. Khi đó ta có : => AOB = — = 45° (quan hệ giữa góc nội tiếp và góc ở tâm); 

OI = JB = 1; OI / / JB => OIB J là hình bình hành => OJ = IB = 1 => OIB J là hình thoi 
=> ĨOJ = CBD = 45°. Từ đó : 

+ Ta có : Q(o;4 5 «) : A -> B;I -> J ^ Q (o;4s0) : AI —» BJ 


Bài 21: Cho hình vuông ABCD, Me BC;Ke DC sao cho BAM = MAK . Chứng minh 

AK = BM + KD __ 

Hướng dẫn: 



+ Ta có 

Q/ :B->D;M->M'=>Q, : BM —» DM' => BM = DM' 


+ Vậy BM + KD = DM'+ KD 

Cần chứng minh: 

ÍM',D,K thẳng hàng _ 

ị . ..... ' => DM'+ KD = KM' 

[AAKM' cân tại K 

+ Thật vậy: 

Q^ a 9()0 j(BM) = DM' => (bM^DM 1 ) = 90° => 


, mà BM // AD => AD J_ DM' => ADM ' = 90° ; do 
ẤDK = 90° => M';D;K thẳng hàng. 

+ Theo chứng minh trên ta có: 

Q, : AABM -> AADM' zz> AABM = AADM '=>Mi= 

^(A;90») 


+ CÓ M'AK + Âi = 90° => M'AK + Ầ 3 = 90° (Do Ầi=Ầ 3 ),mà 
Mi + Â 3 = 90° zz> ÃrÀK = Mi => AAKM cân tại K 

=>KM =KD + DM' = KA=>KD + BM = KA _ 

Bài 22: Cho AABC . Dựng về phía ngoài tam giác các hình vuông BCU, ACMN, ABEF và gọi 
o, p, Q lần lượt là tâm đối xứng của chúng. 

a) Gọi D là trung điểm của AB. Chứng minh rằng ADOP vuông cân tại D 

b) Chứng minh rằng AO -L PQ; AO = PQ 
Hướng dẫn: 
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ị OA = PQ 

b) Theo a có: Q, 0 . : o — » P; A — > Q => Q, . : OA —> PQ => < _ 

( D ; 90 ) v V (D;90») v [oa 1 PQ 

Bài 23: Cho AABC có các đỉnh ký hiệu theo hướng âm. Dựng về phía ngoài tam giác đó các 
hình vuông ABDE và BCKF. Gọi p là trung điểm AC, H là điểm đối xứng của D qua B. M là 
trung điểm của đoạn FH. 

a) Xác định ảnh của hai vec tơ BA;BP trong phép quay Qị B;90 oị 

b) Chứng mi nh rằng: DF _L DP; DF = 2BP 
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+ Mà p là trung điểm AC; M là trung điểm HF : 


>Q, 0 , : p - 


>Q, 0 , 


b) Vì Qị B;90 oị : BP —> BM = 


BP = BM 
BP1BM 


+ Mà BM// = ịDF=>BPl=ịDF 
2 2 


Bài 24: Cho tứ giác ABCD. về phía ngoài của tứ giác dựng các tam giác đều ABM, CDP. về 
phía trong tứ giác, dựng hai tam giác đều BCN và ADK. Chứng minh MNPK là hình bình h à nh. 
Hướng dẫn: 


+ Tacó: Q. 





><W CA - 


+ Tacó: Q (D;6fl0) :C->P;A 

Từ (1) và (2) => MN = PK (*) 

+ Chứng minh tương tự ta cũng có: MK = PN (**) 
Từ (*) và (**) suy ra MNPK là hình bình h à nh. 


PK => CA = PK (2) 


Bài 25: Chứng minh rằng các đoạn thắng nối tâm các hình vuông dựng trên các cạnh của một 
hình bình hành về phía ngoài, hợp thành một hình vuông. 


Hướng dẫn: 
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+ Ta có ADQC = AANB(g - c - g) => DQ = AN (1); màDM = AM (2) 

ÍmDQ = 45° + ẤDC + 45 0 = 90° +Íl80° — ỖÃdỊ = 270° — BAD _ _ 

ị _ _ __ =>MDQ = MAN(3) 

MAN = 360° - í 45° + BAD + 45°) = 270° - BAD 

ÍMN = MQ (*) 

+ Từ (1), (2) và (3) => ÀDBM = AANM => ị _____ 

[DMQ = AMN 

+ Do ẤMQ + DMQ = 90° => ẤMQ + ẤMN = 90° => QMN = 90°(**) 

Chứng minh tương tư ta cũng có: PN = PQ; NPQ = 90°(* * *) 

Vậy từ (*); (**) và (***) ta có MNPQ là hình vuông. 

NX: ta có thể chứng minh được NA _L DQ như sau: 

+ Bi = Di = 45°; AB//CD => NB//DQ mà NB _L NA => NA _L DQ 
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BÀI HỌC 5: PHÉP VỊ Tự 

(Phép biến hình biến nhỏ thành to - biến to thành nhỏ theo 1 phương nhất định) 

I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 
1. Định nghĩa: 

Trong mặt phang cho điểm I cố định và số thực k không đổi. Với mỗi điểm M của mặt phang, 
phép biến hình biến M thành M’ sao cho IM' = k.IM gọi là phép vị tự tâm I, tỉ số k. 

Ký hiệu: V (I;k) (M) = M' 

Chú ý: 


+ Khi k > 0 thì OMOM cùng hướng 


— > - 

- ^ (k > 0) 

(I là tâm vị tự ngoài: I nằm ngoài M và M’) 

1 

M 

M' 

+ Khi k > 0 thì OMOM ngược hướng 



- 5» (k<0) 

(I là tâm vị tự trong: I nằm trong M và M’) 

M 

1 

M' 


2. Tính chất: 


a. Định lý 1: Nếu 


V (i;k)( M ) = M ' _ ÍM'N' = k.MN 

• ..thì < 

V (I;k) (N) = N' [M'N' = |k|.MN 

b. Định lý 2: Nếu M, N, p thẳng hàng theo thứ tự thì v^. k ) :M,N,P—>M',N',P' cũng thẳng 

hàng theo thứ tự đó. 


c. 

+ Phép vị tự biến đường thẳng thành đường thẳng song song hoặc trùng với nó : 
(^ Ik) (d) = d' neu Ie d =>d' = d, lè did//d') 

+ Phép vị tự biến tam giác thành tam giác đồng dạng với nó. 


CHÚ Ý: 

(1) Nếu V (I;k) (M) = M' và M’ có quỹ tích là hình (H) thì M có quỹ tích là hình (H') = V, ,,(H) 

(2) Với 2 đường tròn (O^R^ và (0 2 ;R 2 ) bất kỳ, bao giờ cũng có ít nhất một phép vị tự 
V^ÍO^R,) = (ơ 2 ;R 2 ) , trong đó: 

(a) Tâm vị tự I xác định BẰNG CÁCH NHƯ SAU: 

(+) I là tiếp điểm của 2 đường tròn (nếu 2 đường tròn tiếp xúc nhau) 

(+) I là tâm 2 đường tròn (nếu 2 đường tròn đồng tâm) 

(+) I là giao điểm của d và đường nối tâm 2 đường tròn 

(trong đó đường thẳng d đi qua M, N với Mj € (ơ 1 ;R 1 );M 2 € (0 2 ;R 2 );0 1 M 1 //0 2 M 2 ) 

(b) Tỉ số vị tự k xác định BẰNG j (độ dài đại số của tỉ số 2 bán kính) 

(+) k = ^ > 0 nếu I nằm ngoài đoạn 0,0 2 (I là tâm vị tự ngoài) 
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(+) k = - < 0 nếu I nằm trong đoạn 0,0 2 (I là tâm vị tự trong) 

THI: Đường tròn (O^R^ tiếp xúc ngoài đường tròn (ơ 2 ;R 2 ) <=> Rj + R 2 = Ijl 2 




TH2: Đường tròn (O^R^ tiếp xúc trong đường tròn (ơ 2 ;R 2 ) <=> |R 2 -Rj| = 1,1 2 



TH3: Đường tròn (O^R^ không cắt đường tròn (ơ 2 ;R 2 ) <=> Rj + R 2 < Ijl 2 



TH4: Đường tròn (O^R^ cắt đường tròn (ơ 2 ;R 2 ) <=> |Rj-R 2 | < I 2 I 2 < Rj+ R 2 
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CÓ 2 phép vị tự: 

+ V^(o' [ ;R 1 ) = (0 1 ;R 1 ) 

(Ij là tâm vị tự ngoài, k > 0) 
+ v ^_ !f j(°i. R .)=(° 1 ; R í ) 
(Ij là tâm vị tự trong, k < 0) 


TH5: Đường tròn (OịỊR^ đựng đường tròn (ơ 2 ;R 2 ) |Rj-R 2 | > Ijl 2 



Có 2 phép vị tự: 

+ V^(o' [ ;R,) = (0 1 ;R 1 ) 

(Ij là tâm vị tự ngoài, k > 0) 

Vs) ( 1 R ‘ = ° ỉ!R * 

(Ij là tâm vị tự trong, k < 0) 


Chú ý: 

+ Nếu 2 đường tròn bằng nhau thì có duy nhất 1 tâm vị tự trong chính là trung điểm 
đoạn thẳng nối tâm 

+ Nếu 2 đường tròn đồng tâm thì có duy nhất 1 tâm vị tự là tâm 2 đường tròn, tuy nhiên 


có 2 tỉ số vị tự k = ±—- 

R 1 


3. Biểu thức tọa độ của phép vị tự 


Xét phép vị tư V^. k j(M) = M' , trong đó I(a;b); M(x;y); M’(x’;y’) => IM' = k.IM 

<=> (x'-a;y'-b) = k(x-a;y-b) <=> (x'-a;y’-b) = (kx-ka;ky-kb) 

Jx'-a = kx-ka Jx' = kx + a(l-k) 

** jy'-b = ky-kb ^ ịy' = ky + b(l-k) 


Vậy V^j. k j(M) = M' có biểu thức tọa độ là : < 

x' = kx + a(l-k) 
y' = ky + b(l-k) 
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II. BÀI TẬP ÁP DỤNG 

DẠNG 1: Tìm ánh của một hình qua phép vị tự bằng tính toán _ 

Bẩi 1: 

1) Cho A(l; - 3). Tìm tọa độ A' = V (0;k= _ 2) (A) 

2) Cho (d): X + 2y + 3 = 0. Tìm phương trình d' = v^. k j(d) biết 1(1 ;2), k = 2 
Hướng dẫn: 

1) A' = V (0;k= _ 2) (A) =>Õv = -2.ÕA => A'(-2;6) 

2) Chọn M(-3;0), N(- 11) e d . Gọi M' = V (I;k) (M); N ' = V (I;k) (N) => M '(2;-2);N '(-3;-4) € d ' 
Từ đó lập được phương trình d’:x + 2y+ 11 = 0 

.. _ . s _ í X' = 2x -1 

Cách khác: Gọi M(x;y)e d,M' = V, .(M) => \ . ~ "=> 

(;) ty' = 2y-2 

+ Med=>^-U2.Ị^±^Ị + 3 = 0^x'+2y'+ll = 0(*) 

+ Gọi d' = V {I;k) (d) =>M'ed\từ(*) =>d’: X + 2y + 11 = 0 
Nhận xét: 

+ Nếu Ig d=>d'//d _ + Nẻư le d=>d' = d _ 

Bài 2: (Tương tự) Tìm ảnh của các điểm sau qua phép vị tự tâm I, tỉ số k, biết 

1) A(l;2);I(3;-l);k = 2 (Đáp số: A'(-l;5)) 

2) B(2;-3);I(-l;-2);k =-3 (Đáp số: B'(-10;l)) 

3) C(8;3);I(2;l);k = | (Đáp số: C'(5;2)) 

4) P(-3;2);Q(1;1);R(2;-4),I = 0,k = (Đáp số: P^l;-|j;Q^-|;-|j;R^-|;|j) 
Bài 3: 

1) Cho 3 điểm A(0 ; 3), B(2 ; -1), C(-l ; 5). Tồn tại hay không phép vị tự tâm A, tỉ số k biến B 
thành c? 

2) Cho 3 điểm A(-l ; 2), B(3 ; 1), C(4 ; 3). Tìm phép vị tự tâm A, tỉ số k biến B thành c ? 

Hướng dẫn: 

1) Giả sử tồn tại V (A . k) (B) 

Vậy tồn tại V, J,(B) = C 

( A; “ĩJ 

2) tương tự phần 1) _ 

Bài 4: Cho đường tròn (C): X 2 + (y -1) 2 = 1 . Tìm phương trình đường tròn (C') = V (I;k) (c) 
Hướng dẫn: 

+ Ta thấy tâm vị tự I(0;1) đồng thời là tâm đường tròn (C) => đường tròn (C’) cũng có tâm là I. 


—: . —- [—1 = k.2 


= C => AC = k.AB = 




A ^>k = -^ 
= k.(-4) 2 


'+1 

X'+1 y'+ 2 
2 ’ 2 

y= l- ■ 


2 

y'+2 z 
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+ Do k = 2 nên bán kí nh đường tròn (C’) gấp 2 lần bán kí nh đường tròn (C) 

+ Vậy (C'): X 2 +(y-l) 2 = 4 

Cách khác: Gọi M(x; y) G (C);M '(x'; y') = V (I;k) (M) => ... 

Bài 5: (tương tự) Tìm ảnh của các đường thẳng d qua phép vị tự tâm I, tỉ số k, biết: 

1) d:3x-y-5 = 0,I = O;k = -| (ĐS:d': 9x - 3y + 10 = 0) 

2) d: 2x + y-4 = 0,I(-l;2);k = -2 (ĐS:d': 2x + y + 8 = 0) 

Bài 6: (tương tự) Tìm ảnh của các đường tròn (C) qua phép vị tự tâm I, tỉ số k, biết: 

1) (C):(x-l) 2 +(y+ 2) 2 =5,I = 0;k = -2 (ĐS: (C'):(x+2) 2 + (y-4) 2 =20) 

2) (C):(x-3) 2 + (y + l) 2 =5,I(l;2);k = -2 (ĐS: (C):(x + 3) 2 +(y-8) 2 = 20) 

Bài 7: Tìm phép vị tự biến: 

1) Đường thẳng d: ^ - ^ = 1 thành d':2x-y-6 = 0, biết V( 0 . k ) 

2) Đường tròn (Cj) :(x + 4) 2 + y 2 = 2 thành (C 2 ) :(x-2) 2 +(y-3) 2 =8 
Hướng dẫn: 

1) Có d: 2x - y - 4 = 0 // d’. 

Í x' = k.2 + 0(1 — k) = 2k 

_ _ “ =>M'(2k;0) 

y' = k.o + 0(1 - k) = 0 

+ Do d' = V, n ..Td)=>M'e d'=>2.2k-0-6 = 0<=>k = Ệ. Vậy V, „(d) = d' 

2 ' fo;|j 

2) (Cj) có tâm Ij (—4;o), bán kính Rj = yfĩ ;(C 2 ) có tâm I 2 (2; 3), bán kính R 2 = 2 V 2 
+ Ta thấy (C 2 ) và (C 2 ) không đồng tâm nên có 2 phép vị tự thỏa mãn yêu cầu bài toán: 

THI: v r n(Cj) = (C 2 ) => v r R .ao = (I 2 ) =>u 2 = ^.ĩĩ; =>I(-10;-3) 

™ ™ Rl 

TH2:V r .(C 1 ) = (C 2 )=>V r R .Ọ 1 ) = CI a )=>ữ; = -^.n;=>I(-2;l) 

tẾÌ l Rl _ 

Bài 8: Trong mặt phẳng Oxy, cho 2 đường tròn : 

(C 2 ) :(x-l) 2 + (y-3) 2 =l;(C 2 ):(x-4) 2 +(y-3) 2 =4 

a) Xác định tọa độ tâm vị tự ngoài của 2 đường tròn đó 

b) Viết phương trình tiếp tuyến chung ngoài của 2 đường tròn đó. 

Hướng dẫn: 

a) (Cj) có tâm Ij (l; 3 ), bán kính Rj =1;(C 2 ) có tâm I 2 (4; 3 ), bán kính R 2 = 2 
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+ Gọi I là tâm vị tự ngoài của phép vị tự V^ I;k j(C 1 ) = (C 2 ) => v^c^) = (I 2 ) => II 2 = kllj trong 

đó k = ^ = 2 , giải hệ phương trình trên => I(-2; 3) 

R 1 

b) Ta thấy R 2 + Rj = Ijl 2 nên (Cj) và (C 2 ) ngoài nhau. 



+ Gọi d là tiếp tuyến chung của (C,) và (C 2 ), khi đó d đi qua I, giả sử d có hệ số góc là k, khi đó 
phương trình d có dạng: kx-y + 3 + 2k = 0 

1 |~d: (x/2)x-4y+ 12 + 3\/2 = 0 

+ Vì d tiếp xúc (Cj) => d(lj;d) = Rj => k = ±—4= => 

2V2 d:(V2)x + 4y-12 + 3V2 = 0 

Bài 9: Trong mặt phang Oxy, cho điểm A(-l;2) và đường thẳng d đi qua A có hệ số góc bằng 1. 
Gọi B là điểm di động trên d. Gọi c là điểm sao cho tứ giác OABC là hình bình hành. Tìm 
phương trình tập hợp: 

a) Các tâm đối xứng I của hình bình hành b) Các trọng tâm G của tam giác ABC 

Hướng dẫn 

a) Đường thẳng d qua A và có hệ số góc bằng 1 => d = AB : y-2 = l(x +1) <=> y = x + 3 

o c 

d' 

_ d 

A B 

+ I là tâm đối xứng của hình hình hành nên => OB = 2.01 => V( 0 . 2 ) (I) = B. 

Mà Bed=>Ied' = V, s(d) => d 7/ d và qua I đồng thời qua trung điểm OA 

KJ 

=> d': X - V + ^ = 0 



Giáo viên : NGUYỄN HỮU BIỂN - https://www.facebook.com/nguyenhuubienl979 Trang 46 














Tìm tài liệu Toán ? Chuyện nhỏ - www.toanmath.com 


Chương 1: CẮC PHÉP BIẾN HÌNH TRONG MẶT PHẢNG 


b) Ta có OB = ^OG => B = V, 3 AG). Mà Be d => Ge d" = V, 2 sTd) =>d”//dvàqua 

2 rỉl rv 


A' = v, .(A)=>Af-|4ì=>d”:x-y + 2 = 0 

[o; 3 J ^ V 3 3 ) 

DẠNG 2: Một số bài toán chứng minh, dựng hình và quỹ tích _ 

Bài 1: Chứng minh rằng khi thực hiện liên tiếp 2 phép vị tự tâm I sẽ được một phép vị tự tâm I I 

Hướng dẫn 

+ Xét Y (Ik) (M) = M' <=> ĨM*' = k.IM (1), V (I k , } (M') = M" <=> ĨM" = k ' JM' (2) 


+ Từ (1) và (2) => IM" = k.k'.IM => Vj I;kk ,j(M) = M" (đpcm) 



+ VÌ Ne(C')^Me (C 1 )=Y f ^(C') 


* Bước 2: Cách dựng 

+ Dựng đường tròn (C 1 ) = v, n(C) (đường tròn (Cj) qua A, có bán kính bằng ^ bán kính của 


(C’» 

+ Dựng M = (C 1 )n(C) (Do Me (C),Me (Q)) 

+ Nối AM kéo dài cắt (C’) tại N 

Bài 3: Cho AABC nội tiếp đường tròn (O ; R). B và c cố định, A di động trên đường tròn (O). 
Tìm quỹ tích trọng tâm AABC. 
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Hướng dẫn 

+ Gọi M là trung điểm BC. Do B, c cố định nên M cố định, mà MG =ị.MA => Y, n (A) = G 

3 H) 


Yậy quỹ tích Ge (OR') = V, n (0;R) 

te) _ 

Bài 4: Cho đường tròn (O ; R) và 1 điểm A cố định trên đường tròn. BC là dây cung di động và 
BC có độ dài không đổi bằng 2a (a < R). Tìm tập họp trọng tâm G của AABC 
Hướng dẫn 


A 



+ Gọi M là trung điểm của BC, ta có OM _L BC => OM = Voc 2 -MC 2 = yj R 2 -a 2 

=>Me Ịo;Vr 2 -a 2 Ị 


+ ag = |am^g = y, 2 s(M) 
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+ Do M chạy trên đường tròn Ịo; Vr 2 -a 2 j nên G chạy trên đường tròn (O’) là ảnh của đường 
tròn Ịơ;Vr 2 -a 2 j qua phép vị tự y, - 


Bài 5: Cho đường tròn (O ; R), đường kính AB. Một đường tròn (O’) tiếp xúc với đường tròn 
(O) và đoạn AB lần lượt tại c và D. Đường thẳng CD cắt (O ; R) tại I. Tính độ dài AI, BI theo R. 
Hướng dẫn 



+ Tacó v r r ,A0 ) = 0'^C0' = ^.C0 (1), Y f R ,TI) = D^CD = ^.CI (2) 

r§j' R l c; fj R 

CO’ co __ _ _ . 

+ Từ (1) và (2) => =>0I//0'D=>0I_L AB => I là điểm chính giữa cung AB 

^ AI = BI = ^ = ^ = rV2 

4Ĩ V2 _ 7 ^ 

Bài 6 : Cho 2 đường tròn (O ; R) và (O’ ; R’) tiếp xúc trong tại A (R > R’). Đường kính qua A cắt 
(O ; R) tại B và cắt (O’ ; R’) tại c. Một đường thẳng di động qua A cắt (O ; R) tại M và cắt 
(O’; R’) tại N. Tìm quỹ tích của I = BN n CM 
Hướng dẫn 
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+ Ta dự đoán V, . (M) = I, mà M nằm trên đường tròn (O) => I nằm trên đường tròn 

( C; ã) 

_ , CI 

(O,) = V/ „ T , (O). Như vậy ta cân phải tính —— theo R và R’. 

Nì) CM 

CM CI + IM IM 

Thật vậy: —— = ——— = 1 + —— 

CI CI CI 

. IM IB BM AB 2R R CM R + R' CI R' „ T 

+ Mà = —- = 22-- = 2-=^>= ' =>-22- = „ , => V, p’ ,(M) = I 

CI IN CN AC 2R' R' CI R' CM R + R' 

Yậy tập họp các điểm I là đường tròn (O") = V, R , X ((O;R)) 

_ [ C; R+R'J _ 

Bài 7: Cho ÀABC, gọi I, K, M theo thứ tự là trung điểm AB, AC, IK. Đường tròn ngoại tiếp 
AAIK cắt AO tại A\ Gọi M’ là chân đường vuông góc hạ từ A’ xuống BC. Chứng minh rằng 3 
điểm A, M, M’ thẳng hàng. 

Hướng dẫn 



f AB = 2. AI _ . . _ „ .... 

+ Tacó ị “ =^V {a . 2) (AAIK) = AABC (1) => V {a . 2) (0) = A' (do 0A’ = 2.0A) 

Ị AC — 2.AK 

+ Gọi M t là trung điểm BC, vì M là trung điểm IK, vậy từ (1) => V (A , 2 ) (M) = Mj 
=> 3 điểm A, M, M’ thẳng hàng (do V( A . 2 )(M) = Mj => A,M,Mj thẳng hàng) 

Bài 8: Cho 2 đường tròn (O^R^ và (ơ 2 ;R 2 ) ngoài nhau, Rj ?Í:R 2 . Một đường tròn (0;R) 
thay đổi tiếp xúc ngoài với (OpR,) tại A và tiếp xúc ngoài với (0 2 ;R 2 ) tại B. 

Chứng minh rằng đường thẳng AB luôn đi qua 1 điểm cố định. 
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Hướng dẫn 

+ Gọi c = ABn(ơ 2 ;R 2 ) 


\ k 1 (o,;R,) = (0;R) _. 

A;_ ]T Í0,A,0, thảng hàng __ 

+ Ta có: •< ^ v l =>A0,//C0 2 

V, ^(0;R) = (0 2 ;R 2 ) |A0//C0 2 

. l A; R J 

+ Gọi I = ABn0 1 0 2 => I là tâm vị tự ngoài của phép vị tự V, R s (0 1 ;R 1 ) = (0 2 ;R 2 ) nên I 


cô định 

Vậy AB luôn đi qua điểm I cố định là tâm vị tự ngoài của phép vị tự R s (0 1 ;R 1 ) = (0 2 ;R 2 ) 

r?J 


Bài 9: AABC có A’, B’, C’ là trung điểm BC, CA, AB 

a) Tìm phép vị tự V biến AABC thành AA' B' c' 

b) Tìm phép vị tự V biến AA' B' c' thành AABC 
Hướng dẫn 


A 



a) Ta phân tích như sau để tìm hướng giải: 

+ Giả sử có phép vị tự V (I . k) (M) = M' <=> IM' = klM => I,M,M' thẳng hàng 
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Vậy để có phép vị tự Vp. k ) (AABC) = AA'B'c ' thì : 

I, A, A' thảng hàng 

I, B, B' thảng hàng => I là giao điểm của AA', BB', CC' 

I, c, C' thẳng hàng 

+ Mà A\ B’, C’ là trung điểm BC, CA, AB => I là trọng tâm AABC 
Vậy phép vị tự cần tìm là V (I;k) ( AABC) = AA ' B 'c', trong đó I là trọng tâm AABC , 
OA' OB' _ OC' 1 
OA “ OB “ OC“ 2 

b) Từ phần a) ta có: V, ^ (AA 'B 'C') = AABC (hay V (I; _ 2) (AA'B'C') = AABC) 


BÀI HỌC 6: PHÉP ĐỒNG DẠNG 

I. TÓM TẮT LÝ THUYẾT 

1. Định nghĩa: Trong mặt phẳng, phép biến hình biến mỗi điểm M thành M’; N thành N’ sao 
cho M' N' = k.MN (với k là số thực dương cho trước) thì phép biến hình đó gọi là phép đồng 
dạng tỉ số k. 

Ký hiệu: Đ k : (MN) = M'N' hoặc Đ k :MN —> M' N' 


(Như vậy: phép đồng dạng là phép phóng to thu nhỏ, không cần theo 1 phương nhất định như 
phép vị tự vì không cần quan tâm đến yếu tố thẳng hàng) 

2. Chú ý 

+ Khi thực hiện liên tiếp 1 phép vị tự và 1 phép dời hình bất kỳ ta được 1 phép đồng dạng 
+ Khi thực hiện liên tiếp 2 phép đồng dạng ta được một phép đồng dạng 

II. BÀI TẬP ÁP DỤNG 

DẠNG 1: Tìm ảnh của một hình qua phép đồng dạng bằng tính toán 


Bài 1: Cho đường thẳng d:x + y- 2 = 0. Viết phương trình d’ là ảnh của d qua phép đồng dạng 
có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép vị tự tâm I(—1;—1), tỉ số k = ^ và phép quay tâm o, 
góc quay (-45°) 


Hướng dẫn 

+ Gọi d, = Y, ,Td)=>d, :x + y = 0 


+ Gọi d 2 = Q (o; ^ 50) (d t ) => d 2 : X = 0 


Vậy d' = d 2 : X = 0 

Bài 2: Xét phép biến hình biến mỗi điểm M (X; y) thành điểm M' (-2x + 3; 2y -1). Chứng minh 
F là một phép đồng dạng. Tìm tỉ số đồng dạng 

Hướng dẫn: 

Tìm ảnh của M lần lượt qua các phép biến hình sau: 

- Phép vị tự tâm o, tỉ số 2 

- Phép đối xứng trục Oy 

- Phép tịnh tiến vectơ V = (3;l) 
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Chương 1: CẮC PHÉP BIẾN HÌNH TRONG MẶT PHẢNG 


Thật vậy: 

- Phép vị tự tâm o, tỉ số 2: M —> Mj có M, (2x;2y) 

- Phép đối xứng trục Oy: Mj —> M 2 có M 2 (2x;-2y) 

- Phép tịnh tiến vectơ v = (3;l): M 2 —> M'(2x + 3;l-2y) 

^ Phép biến hình F là tích của phép vị tự và phép dời hình 

^ F là phép đồng dạng, tỉ số 2 _ 

Bài 3: Cho điểm 1(1; 1) , đường tròn (l;2). Viết phương trình đường tròn là ảnh của đường tròn 
trên qua phép đồng dạng có được bằng cách thực hiện liên tiếp phép quay tâm o, góc quay 45° 
và phép vị tự tâm o, tỉ số \Ỉ2 (với o là gốc tọa độ) 

Hướng dẫn 



+ Gọi đường tròn (Cj) có tâm Ij, bán kính V 2 là ảnh của đường tròn (C) tâm I, bán kính bằng 2 


=> Q (o;45 0 )(I) = I, => ì! (o; yỊĨ) => (Q): X 2 +(y - V2) 2 = 4 (R 1 = 2) 


+ Gọi đường tròn (C 2 ) có tâm I 2 , bán kính R 2 là ảnh của đường tròn (C,) qua phép vị tự 



I-V2 


Vậy (C 2 ):X 2 +(y-2) 2 = 8 

DẠNG 2; Một số bài toán chửng minh, dựng hình và quỹ tích _ 

Bài 1: Trên mặt phẳng, cho 1 điểm M. 

1) . Dựng ảnh của phép đồng dạng F là họp thành của phép đối xứng trục D A và phép vị tự V 
tâm o với o Ể A, tỉ số k = 2. 

2) . Dựng ảnh của phép đồng dạng F là họp thành của phép vị tự V, tâm o, tỉ số k = - 3 và phép 
quay tâm I, góc quay cp = 90° 
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Chương 1: CẮC PHÉP BIẾN HÌNH TRONG MẶT PHẢNG 


Hướng dẫn 

1 ). 



THI: MeA 

+ Gọi M l = D a (M) => M l = M 

+ Gọi M 2 = V( 0 . k=2 )(Mj) => 0M 7 = 2.0Mj => M là trung điểm OM 2 
TH2: MểA 

+ Gọi Mj = D a (M) => A là trung trực của MMj 
+ Gọi M 2 = V( 0 . k=2) (M 1 ) => OM 2 = 2.0Mj => Mj là trung điểm của OM 2 

2 ). 



THI: M = o 

+ Gọi M, = y (0; _ 3) (M) =» ÕM^ = -3.ÕM = õ => M 1 = o 
ÍIM^IM, 

+ Gọi M, = Q,,„„ 0 ^(M 7 ) => ị (AIM.M, vuông cân tại I) 

2 NI;90°) V 2/ HlM 1 ;IM 2 j = 90° 12 

TH2: M * o 

+ Gọi M, = Y (0; _ 3) (M) ^ ÕMi = -3.ÕM 
ÍIM^IM, 

+ Gọi M 7 = Q, => rr-t_n (AIM.M, vuông cân tại I) 

2 V (I;90 0)V 2/ |Ịim i ;IM 2 ) = 90 0 12 


CÒN NỮA... 
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